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Resumen: Se analizan los principales problemas estadísticos relacionados con el 
pronóstico de acciones cuando la distribución de sus series de rendi-
mientos no son normales estacionarias. La exposición comprende una 
aplicación pormenorizada de las pruebas de normalidad para las ac-
ciones que forman el índice Banamex-30, así como el empleo de algu-
nas mezclas de distribuciones y de procesos estocásticos para las series 
que no son normales estacionarias. Como método alternativo de es-
tudio, se propone un modelo de Markov de segundo orden dirigido a 
obtener pronósticos cuya elaboración no descansa sobre el supuesto de 
normalidad. 
Abstract: This paper deals with the main problems related to predictability of 
asset returns when data series are not normally stationary distributed. 
The statistical analysis includes several normality tests on returns se-
ries of Banamex-30 stocks first, and then an application of mixture of 
probability distributions and stochastic processes to series, which are 
not normal stationary. As a means to avoid the normality assumption 
when forecasting asset returns, we introduce a second-order Markov 
model. 
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1. Introducción 
Aunque es común suponer que los inversionistas que disponen de una 
sólida base estadística para predecir el comportamiento del mercado 
financiero reciben, en promedio, mayores rendimientos futuros por sus 
activos que cualquier otro, la tarea de pronóstico no siempre resulta 
simple ni suficiente para garantizar una mejor estrategia de inversión 
en el futuro. Las razones obedecen a que: 1) el desconocimiento de los 
costos de transacción o del grado de aversión al riesgo del inversionista 
puede conducir a juicios erróneos sobre las ganancias previstas por un 
pronóstico estadístico, sobre todo porque éste no dice mucho acerca 
de las posibilidades reales del inversionista que busca materializar esa 
ventaja; y 2) los movimientos de los rendimientos de los activos están 
regidos, también, por elementos de idiosincrasia y ambientales que 
hacen que, en no pocas ocasiones, la mejor estrategia de inversión 
obedezca a la suerte, Lo y Mackinlay (1990), o al conocimiento em-
pírico del inversionista sobre el mercado, Zenios (1998). Entre estos 
elementos cabe destacar la diferente estacionalidad de los rendimien-
tos de los activos, la influencia de los anuncios de las ganancias o 
pérdidas de las empresas sobre los precios de sus acciones o, en un 
plano más general, los cambios experimentados por las instituciones 
y el ambiente de los negocios (ver Kon, 1984 y Lo y Mackinlay, 1988). 
Por tales razones resulta poco recomendable formular una es-
trategia de inversión futura sin un estudio profundo de esos elemen-
tos y de los factores de riesgo de los activos. Pero aquí hay que 
aclarar que ese estudio no tendría mucho sentido sin el tratamiento 
estadístico del pronóstico. Ambos son complementarios. El saber, 
por ejemplo, que una serie de rendimientos no se comporta como una 
martingala puede crear condiciones de arbitraje para el inversionista, 
simplemente porque éste cuenta con mayor información para deter-
minar por qué cierta estrategia de inversión puede ser exitosa. La 
mejor calidad de la información crea, mas no asegura, posibilidades 
de arbitraje aun en mercados eficientes debido a la ventaja compet-
itiva que le da al inversionista tener un mejor conocimiento que sus 
competidores sobre el historial de ciertos activos claves.
1 
1 Para evitar que surjan contradicciones entre los conceptos de mercado efi-
ciente y arbitraje, Lo (1997) recomienda utilizar la hipótesis de eficiencia relativa 
de mercados en lugar de la de eficiencia absoluta, ya que esta última acepta la 
existencia de arbitraje sólo en caso de que haya ineficiencias de mercado, y no 
por efecto de ventajas competitivas permanentes (que resultarían de tener, por 
ejemplo, una capacidad superior de innovación financiera) como lo hace, en efecto, 
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Decidir si los rendimientos de los activos son o no pronostica-
bles es, en buena medida, un asunto relacionado con su distribución 
de probabilidad. Si la distribución empírica es normal, entonces el 
pronóstico del rendimiento de un activo o de un portafolio se puede 
elaborar con cualquier modelo de media-varianza. El análisis del valor 
en riesgo (VeR) se puede llevar a cabo sin mucha dificultad con el es-
tudio del primer y segundo momentos de la distribución normal.
2 
Pero si, en cambio, la distribución empírica no es normal, entonces el 
pronóstico se complica, porque ahora hay que establecer si la serie de 
rendimientos de los activos se ajusta a una mezcla de distribuciones 
discretas, a un valor extremo o a un proceso estocástico en particular. 
Y en cualquiera de los casos la solución es ardua, pues además de que 
ya no es posible seguir utilizando fielmente las técnicas tradicionales 
de VeR, los problemas para encontrar una ecuación de pronóstico para 
los rendimientos no son nada despreciables. 
El objetivo de este trabajo consiste en explicar los problemas es-
tadísticos más comunes en la elaboración de un pronóstico cuando el 
primer y segundo momentos de una distribución de rendimientos no 
son normales estacionarios.
3 Para ilustrar los resultados se desarrolla 
un análisis estadístico detallado del paquete accionario Banamex-
30.
a Las conclusiones ahí obtenidas sostienen que en México, al 
igual que en los países desarrollados, las distribuciones de las series 
de rendimientos diarios de los activos no son normales estacionarias 
2 Las referencias que haremos en el documento en torno al VeR están orienta-
das, única y exclusivamente, a ejemplificar la manera en que se afectan las técnicas 
de administración de riesgos cuando las distribuciones empíricas no son normales, 
pero sin profundizar en su estimación. El supuesto de normalidad estacionaria 
subyacente en su cómputo, así como su uso generalizado en la estimación del 
riesgo del capital, hacen que el VeR sea un ejemplo para ilustrar las dificultades 
asociadas con la infracción de ese supuesto. 
3 Aquí seguimos la recomendación hecha por Campbell, Lo y MacKinlay 
(1997, p. 9) de concentrarnos en los rendimientos de los activos y no en sus pre-
cios, porque: 1) para el inversionista promedio los mercados financieros pueden 
ser considerados competitivos y, por lo tanto, el tamaño de su inversión no afecta 
los cambios de precios; y 2) los rendimientos tienen propiedades estadísticas más 
apropiadas que los precios, tales como estacionariedad y ergodicidad. En aras 
de la simplicidad aquí usaremos los términos activos financieros y acciones como 
sinónimos a menos que se especifique lo contrario. 
4 El paquete Banamex-30 es un portafolio que consta originalmente, como su 
nombre lo indica, de igual número de acciones. Desafortunadamente, la falta de 
información nos obligó a reducir el tamaño de la muestra a 21 series accionarias. 
Aún así, ésta es muy grande, pues abarca series de 1 541 observaciones diarias 
para cada una de las acciones, entre el 3 de enero de 1994 y el 24 de febrero de 240 ESTUDIOS ECONÓMICOS 
y, por lo tanto, el pronóstico de portafolios óptimos o de activos in-
dividuales es poco fiable con base en las técnicas habituales de VeR 
si no se aplican métodos estadísticos que incluyan procesos estocásti-
cos o funciones de probabilidad transformadas. En concreto se señala 
que para patrones no lineales de rendimientos, como es el caso de las 
series aquí estudiadas, las pruebas basadas en cadenas de Markov de 
alto orden pueden resultar un instrumento de pronóstico más robusto 
que los tradicionales modelos heterocedásticos lineales. 
El trabajo se divide en tres partes. En la primera se enuncian 
los problemas más comunes en el pronóstico de los rendimientos de 
los activos, cuando las distribuciones empíricas no son normales esta-
cionarias. En la segunda se ensayan algunas soluciones basadas en la 
utilización de modelos de heterocedasticidad condicional para aquel-
los activos del paquete Banamex-30 cuyas series de rendimientos pre-
sentan sesgos y exceso de curtosis en sus distribuciones. Finalmente, 
se propone una metodología de estudio para pronósticos de series de 
rendimientos no lineales basadas en cadenas de Markov de segundo 
orden. Las conclusiones incorporan una breve discusión acerca de los 
resultados alcanzados. 
2. Los hechos estilizados sobre el supuesto de normalidad en 
los rendimientos de los activos financieros 
No existe quizás supuesto más fuerte para la teoría de portafolios 
de media-varianza o los modelos de precios de los activos de capital, 
que el relacionado con la forma de la distribución de los rendimientos 
de los activos. En general, se supone que esa distribución es normal 
multivariada con parámetros estacionarios a través del tiempo (Kon, 
1984). La discusión en la literatura se reduce a determinar si las dis-
tribuciones empíricas se ajustan a ese supuesto o, más concretamente, 
2000. Los rendimientos fueron calculados de acuerdo con la práctica habitual: 
donde Rt es el rendimiento en el tiempo t de un activo diario y Xt es el precio 
del activo al cierre de cada día. Adicionalmente, y para fines de comparación, in-
cluimos la serie del índice Banamex-30, tal como es computado por dicho banco. 
En el cálculo de cada serie de rendimientos diarios se hicieron los ajustes cor-
respondientes para distintos años calendarios así como para los lunes de cada 
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a verificar si las hipótesis de normalidad y de valores estacionarios 
para la media y la varianza son válidas para activos con rendimientos 
que mantienen cierta correlación entre sí. 
Por lo que toca a las pruebas de normalidad, los procedimientos 
incluyen varios pasos complementarios. El primero consiste en deter-
minar si las series originales de los rendimientos son univariadamente 
normales. Para tal efecto, se construyen las gráficas Q-Q como un 
medio expedito para observar la correlación existente entre el con-
junto ordenado de datos observados x(j) y los quantiles normales q(j). 
Si la pendiente de la recta compuesta por las coordenadas (q{j), x(j)) 
es cercana a los 45 grados y el coeficiente de correlación rQ (también 
llamado coeficiente de rectitud) entre esas cantidades es estadística-
mente significativo, digamos al 5% del nivel de significancia tal como 
lo sugiere RiskMetrics™ (1995, p. 51), entonces es posible confiar en 
que el análisis rendimiento-riesgo de los activos, basado en el primer 
y segundo momentos de una distribución normal, es correcto. Si 
no es así, entonces, lo recomendable es corregir esos datos mediante 
transformaciones logarítmicas (método logit de proporciones y de cor-
relaciones de Fisher) o de potencias del tipo Box-Cox a fin de darles 
a esos datos una apariencia más normal (véase Johnson y Wichern, 
1992 y Kaskey, eí a/., 1980). 
Las correcciones no garantizan, sin embargo, el restablecimiento 
del supuesto de normalidad. La excesiva presencia de rendimientos 
nás bajos o más altos que los previstos por una normal puede anular 
ú efecto suavizador de la transformación operada e, incluso, hacer 
me el ajuste disminuya el valor original de rQ.
5 Esto se comprobó al 
instruir las gráficas Q-Q del paquete Banamex-30, cuyos pares de 
)untos (<?(j),x(j)) arrojaron valores de rQ de .9630 para las series no 
:orregidas y de .9620 para las corregidas con potencias Box-Cox. Am-
>os valores resultaron, por supuesto, inferiores al valor crítico (.9953) 
>ara pruebas de normalidad del coeficiente de correlación con a = 0.5 
' n > 300, lo cual llevó a no aceptar la hipótesis de normalidad para 
dnguna serie de datos. Cuando el coeficiente de rectitud no satisface 
n valor crítico, aún después de la transformación, lo recomendable es 
o seguir haciendo inferencias sobre el valor esperado y la desviación 
stándar de la distribución empírica, debido a que en ese caso los es-
imadores no convergerían asintóticamente a una 
xl, 
con v grados de 
bertad. Bajo esas condiciones, los pronósticos sobre la volatilidad 
5 En estos casos', el "efecto de arrastre" del operador empleado provoca que 
llores extremos se conviertan en valores moderados y éstos, a su vez, en valores 
ctremos, alterando aún más el sesgo o la curtosis de la distribución empírica. 242 ESTUDIOS ECONÓMICOS 
de los rendimientos de los activos estarían subestimados en relación 
con los valores de los parámetros de una distribución normal teórica 
(Zangari, 1996). 
El segundo paso consiste en corroborar esas pruebas univariadas 
con estimaciones estadísticas sobre el sesgo y exceso de curtosis de 
los rendimientos de los activos.
6 De acuerdo con el cuadro 1, en el 
que se condensa la información relativa a los rendimientos diarios de 
las acciones del paquete Banamex-30, tan sólo la serie de GCARSO-Al 
mostró un comportamiento parcialmente normal al arrojar un valor 
p de 7.99% en su prueba de sesgo (no así en la de curtosis), que 
significa que la probabilidad de cometer error tipo 1 contra la hipótesis 
nula de normalidad es muy alta, al menos superior al 5% de nivel de 
significancia. Sin embargo, este caso no afecta la conclusión general, 
ya que al realizar las pruebas ómnibus de sesgo y curtosis y de Shapiro-
Wilk-Francia se confirmó el rechazo a la hipótesis nula de normalidad 
para GCARSO-Al y las demás series con valores p iguales a cero.
7 Los 
cálculos basados en simulaciones de Monte Cario arrojaron los mismos 
resultados. 
Los resultados no hacen más que confirmar que los rendimientos 
diarios en México siguen un patrón muy similar al descrito por varios 
autores para el caso de EU y Europa (Affleck-Graves y McDonald, 
1989). La ausencia de normalidad en los rendimientos diarios de los 
activos es un hecho de sobra conocido desde que Mandelbrot (1963) 
y Fama (1965) mostraron la presencia de colas gordas en las series 
del índice industrial Dow Jones.
8 El sesgo y exceso de curtosis de 
esas series dio lugar a que se ensayaran dos criterios alternativos para 
subsanar el problema derivado de la falta de normalidad. Uno de ellos 
fue someter a prueba la hipótesis de normalidad en escenarios donde 
6 Los coeficientes de sesgo y curtosis maestrales son definidos, respectiva-
mente, como y/b~i = m3/s
3 y \fb~2 = m4/s
4, donde m3 y m4 son los mo-
mentos alrededor de la media y s la desviación de las observaciones respecto a la 
media muestra! 
7 Las pruebas que aparecen en las últimas dos columnas de los cuadros 1 y 2 
son las llamadas pruebas ómnibus, porque combinan el sesgo y la curtosis en un 
solo estadístico. De las dos pruebas, la de Shapiro-Wilk-Feancia es la más general 
pues, a diferencia de la de D'Agostino y Pearson (la otra prueba), contempla los 
casos en que el sesgo y la curtosis no son independientes entre sí. Para mayores 
detalles ver Mardia (1980). 
8 La presencia de colas gordas se debe al exceso de curtosis de una distribución 
empírica en relación con la supuesta por una normal teórica. El exceso aumenta 
la probabilidad de presenciar valores grandes y pequeños, a costa de disminuir la 
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los rendimientos cubrían diferentes períodos. La conclusión fue que, 
en efecto, la hipótesis era altamente sensible a la periodicidad de la 
serie de los datos y que, por tanto, no eran triviales las consecuencias 
de tomar tal o cual intervalo (días, semanas o meses). El otro criterio 
consistió en suponer que la existencia de colas gordas era indicativo 
de que los cambios en los precios de los activos eran mejor capta-
dos por la distribución no normal estable de Pareto, con exponente 
característico menor que 2, que por una normal idéntica e indepen-
dientemente distribuida. La evidencia aquí no fue tan favorable como 
en el otro criterio, debido a que autores como Blattberg y Gonedes 
(1974) encontraron que los exponentes característicos de la distribu-
ción de la suma intertemporal para los rendimientos sobre los activos 
individuales o portafolios aumentaba con el tamaño de la suma; lo 
cual era una abierta infracción a la propiedad de estabilidad de la 
distribución de Pareto. 
Los resultados obtenidos con el paquete Banamex-30 confirmaron 
que la tarea de pronóstico de los rendimientos de los activos es muy 
distinta para series diarias que para series mensuales.
9 El valor de rQ 
para las series mensuales corregidas con la transformación de Box-Cox 
(.9956) resultó normal para el valor crítico correspondiente a a = 0.5, 
así como para todas las pruebas ómnibus de sesgo y curtosis. El punto 
a discusión es si esas pruebas son suficientes para hacer el pronóstico 
del cambio monetario en el valor de un portafolio. La respuesta no 
es inmediata, pues antes debe verificarse si la correlación cruzada de 
los rendimientos no afecta el supuesto de normalidad multivariada. 
Y aquí entramos al tercer paso requerido para probar normalidad en 
las series de rendimientos. 
En efecto, una vez aceptada la hipótesis de normalidad univaria-
da lo que procede es verificar si la serie de rendimientos es también 
normal multivariada, pues la primera no implica necesariamente a la 
segunda, para así descartar la presencia de cosesgos y cocurtosis en 
el análisis de rendimiento-riesgo de un portafolio.
1
0
 Las pruebas in-
cluyen un examen de normalidad bivariada y de momentos conjuntos 
y otro de orden generalizado con base en el estadístico de Wald. 
9 Aquí seguímos la recomendación hecha por RiskMetrics™ (1995, p. 68) 




 Es bien conocido que distribuciones que son univariadamente normales pue-
len no ser normalmente multivariadas debido a la presencia de efectos cruzados 
mtre los rendimientos de los activos, y que distribuciones que no son univaria-
lamente normales nunca pueden ser normales multivariadas (véase Richardson y 
Imith, 1993). 246  ESTUDIOS ECONÓMICOS 
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El cuadro 3 exhibe el porcentaje de observaciones fuera de los 
contornos de las elipsoides de las 21 funciones de densidad normal bi-
variadas construidas al comparar las series de rendimientos de CIFRA-
V, que se toma como base de referencia, contra cada una de las series 
de los activos. Si los contornos del elipsoide están balanceados en 
torno a los rendimientos medios de la distribución conjunta, R, en-
tonces lo que se espera es que éstos contengan un cierto porcentaje 
de los valores de los rendimientos bajo la superficie de esa distribu-
ción con probabilidad 1 - a, para asegurar normalidad bivariada. 
El criterio adoptado fue que el porcentaje de observaciones incluido 
por los contornos de densidad debía ser del 50%, de otra manera se 
sospecharía de la presencia de efectos de correlación cruzada entre los 
rendimientos de los activos y los de CIFRA-V. 
En virtud de que el porcentaje promedio computado para esas 
funciones (52.38%) excede ligeramente al 50% de las observaciones 
que deberían ser contenidas por los contornos de densidad bivariados, 
se pensaría, inicialmente, en la presencia de efectos cruzados entre 
las series. La prueba concluyente consiste en decidir si los cosesgos y 
cocurtosis de estas funciones y de las que resultan de comparar cada 
una de las series de activos entre sí, son espurios o reflejan, en realidad, 
la existencia de colas gordas y sesgadas en las distribuciones conjun-
tas. El cuadro 3 también muestra que los cosesgos y las cocurtosis 
son aparentemente espurios, debido a que no es posible rechazar la 
hipótesis de normalidad bivariada para niveles de significancia iguales 
o menores que 5%. La misma situación se repite al cambiar de base 
de referencia y comparar cada una de las combinaciones de series de 
rendimientos. De acuerdo con el último renglón del cuadro 2, los va-
lores críticos del estadístico generalizado de Wald confirman que, en 
efecto, los momentos cruzados para cualquier combinación de series 
de rendimientos no afectan el supuesto de normalidad multivariada, 
NMV, de la muestra, con lo que el pronóstico del portafolio con estas 





 Esta conclusión es válida aun cuando se rechaza la hipótesis de normalidad 
para el sesgo (no así para la curtosis). El estadístico de Wald (W) se calcula 
como W = nb'2[V(b2)}~
1b2 ~ X%\ donde n es el número de observaciones 
en la muestra, b2 es el vector de medidas de curtosis (o ii si consideramos los 
sesgos) para los N activos, y V (b2) es la matriz de varianzas y covarianzas de 
las medidas de curtosis (o V(&i) si consideramos la matriz correspondiente a 
las medidas de sesgos). La extensión de este indicador a pruebas de cosesgos 
y cocurtosis y de NMV basadas en una función generalizada de momentos para 
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La verificación del supuesto de NMV para series mensuales no 
resuelve, sin embargo, un problema crucial en la práctica financiera 
cotidiana y que consiste en que las técnicas de pronóstico basadas en 
los estimadores de VeR se desarrollan generalmente sobre bases dia-
rias. Un estimador de VeR corresponde, de hecho, al valor crítico de 
una distribución de probabilidad de pérdidas y ganancias potenciales 
diarias de un portafolio (Kupiec, 1995). Por ese motivo, el verdadero 
problema derivado de la validación del supuesto de NMV se relaciona 
con el tratamiento de las series de rendimientos diarios que, como 
vimos, presentan colas gordas y sesgadas en su distribución. 
2.1. Las propuestas recientes para corregir series de rendimientos 
diarios afectadas por sesgo y curtosis 
Las soluciones a este problema han sido muchas y variadas, pero las 
principales se encuentran resumidas en el documento técnico propues-
to recientemente por el grupo de RiskMetrics™ (1996), cuyo método 
para medir exposición al riesgo de un portafolio es el más usado en 
varios países, entre los que se cuenta México. Para dicho grupo los 
rendimientos siguen una distribución NMV condicional que no incondi-
cional, lo cual quiere decir que aun cuando las series de rendimientos 
originales, Rt, no son NMV, divididas éstas por sus respectivas desvia-
ciones estándar pronosticadas, au si son NMV con media cero y varian¬
za 1. De esta manera, los tres métodos de pronósticos que propone 
RiskMetrics™ reconocen los cambios de volatilidad que presentan 
las distribuciones de rendimientos en el tiempo. 
El primer método de pronóstico es el llamado método estándar, 
en el que la varianza de los rendimientos es una función del pronóstico 
de la varianza de los días previos y del cuadrado del rendimiento.
1
2 
El segundo es el de mezcla de normales, y se introduce para medir 
eficientemente la falta de simetría y exceso de curtosis que, según 
evidencia mostrada por el mismo documento en mención, no es cap-
turada por el método estándar cuando pronostica VeR con bandas de 
intervalo de confianza del 95 y 98% (Zangari, 1996). Finalmente el 
tercer método, conocido como distribución generalizada de errores, 
1
2
 RiskMetrics recomienda un factor de decaimiento A = 0.94 y un horizonte 
listórico de 75 días, en promedio, para llevar a cabo pronósticos de varianza con 
/entana de uno a diez días. Si vemos con detenimiento la ecuación de la varianza 
iel modelo estándar podemos observar que este grupo atribuye al pronóstico de 
a volatilidad un peso del 94% a la varianza actualizada del periodo de 74 días, y 
¡ólo un 6% a la varianza del día en que se hace el pronóstico. 252 ESTUDIOS ECONÓMICOS 
DGE,- es el más flexible de todos, porque además de corregir sesgo y 
exceso de curtosis captura la volatilidad grupal (volatility clustering), 
que es otro de los problemas recurrentes en las series de rendimientos 
diarios (ver Kim y Kon, 1994).
1
3 
La sugerencia hecha por el grupo de RiskMetrics™ y otros au-
tores, como Duflie y Pan (1997), Hull y White (1998) y Li (1999) es 
que, una vez calculados los rendimientos y volatilidades para las series 
corregidas con cualquiera de los tres métodos, es importante compro-
bar si, en efecto, estos métodos dan cuenta de los problemas de sesgo 
y curtosis antes de llevar a cabo la estimación definitiva del VeR de 
un portafolio. Las pruebas comprenden la construcción de intervalos 
de confianza con base en el enfoque de funciones estimadas {estimat¬
ing functions) o la transformación de distribuciones de probabilidad 
que son supuestas NMV. Las primeras incluyen la comparación de dos 
tipos de intervalos de confianza: uno que incorpora explícitamente 
el sesgo y la curtosis de las series generadas por funciones estimadas 
y otro construido por métodos, como los vistos arriba, que suponen 
normalidad (véase Li 1999).
1
4
 La transformación de distribuciones 
consiste, por su parte, en el mapeo percentil por percentil de una dis-
tribución alternativa y una normal estándar (ver Hull y White 1998). 
La distribución alternativa es una transformación de la distribución 
empírica que restituye las propiedades de una distribución normal, ca-
paz de reflejar las probabilidades de hasta tres desviaciones estándar 
en el rendimiento de los activos. 
Independiente de la importancia de esta sugerencia, lo realmente 
interesante de los métodos de pronóstico de RiskMetrics™ (1996) es 
que resumen los esfuerzos realizados por varios autores para obtener 
una mejor especificación de aquellas distribuciones empíricas de ren-
1
0
 La volatilidad grupal se refiere al comportamiento seguido por los cambios 
en los precios ante un cambio previo en los precios de los activos. Si la volatilidad 
es positiva, entonces grandes (pequeños) cambios en los precios tenderán a seguir 
a grandes (pequeños) cambios en los precios. Si ésta es negativa, entonces se ohn 
servará una relación inversa entre los cambios de precios. A diferencia del método 
de mezcla de normales, el DGE tiene la ventaja de actualizar continuamente los 
cambios en la varianza de los rendimientos de los activos. La gran variedad de 
formas que puede tomar la DGE permite, también, hacer ajustes más precisos 
en el pronóstico de valores extremos en el primer y noventa y noveno percentil, 
tal como lo sugieren los cálculos computados por RiskMetrics™ (1996) en un 
análisis comparativo de los tres métodos (p. 242). 
1
4
 La longitud de los intervalos de confianza basados en las funciones estimadas 
está relacionada positivamente con la curtosis y negativamente con el valor abso-
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dimientos afectadas por cambios temporales en la media y la varianza 
(el otro gran tema asociado con las pruebas de normalidad). Dichos 
esfuerzos los podemos dividir en dos grandes grupos de modelos al-
ternativos: los de heterocedasticidad tempo-independientes (como el 
de mezcla de normales) y los tempo-dependientes (como el DGE). La 
discusión acerca de cual de los dos tipos de modelos describe mejor 
las variaciones de los parámetros en una distribución es en opinión de 
Kim y Kon (1994), una cuestión empírica, que tiene mucho que ver 
con la naturaleza del instrumento financiero bajo consideración. Por 
esa razón, resulta pertinente hacer una comparación de varios tipos 
de modelos pertenecientes a ambos grupos, a fin de tener una idea 
más precisa de la naturaleza del problema a resolver cuando se estima 
VeK con distribuciones no normales. 
i. Comparación de métodos heterocedásticos usados para 
:orregir distribuciones de rendimientos de activos con pará-
netros no estacionarios 
,a intuición detrás de la aplicación de los modelos heterocedásticos 
:n finanzas es relativamente simple. Como se sabe, los sesgos y ex-
esos de curtosis que presentan las distribuciones de los rendimientos 
on debidos a desplazamientos de sus parámetros entre un número 
inito de valores, ocasionados por cambios en la estructura de capital, 
ventos exógenos al mercado (desplazamientos de tiempo ordenado) 
por la mayor varianza de los rendimientos en algunos días de la se¬
rana (desplazamientos cíclicos). La persistencia con que los primeros 
esplazamientos explican el sesgo observado y los segundos el exceso 
e curtosis, demanda pues, la utilización de modelos de distribución 




 Entre los modelos cabe mencionar, por un lado, a la dis-
ribución de Student, la mezcla discreta generalizada de distribuciones 
ormales y el modelo mixto de difusión con salto (modelos de hetero-
idasticidad condicional tempo-independientes, HCTl) y, por el otro, 
algunos modelos tipo GARCH (modelos de heterocedasticidad condi-
onal tempo-dependientes, HTCD). 
Por lo que toca a los modelos HCTI, no hay quizás nada más usual 
re comparar el poder descriptivo de la distribución í de Student con 
de la mezcla de normales. La justificación radica en el alegato de 
1
5
 Con estos modelos el sesgo observado se explica por desplazamientos en la 
edia, y las colas gordas por los desplazamientos en la varianza (Kon, 1984). 254 ESTUDIOS ECONÓMICOS 
que la distribución de Student captura más valores extremos que una 
normal estacionaria, pero no la combinación de los desplazamientos 
cíclicos y estructurales, o de tiempo ordenado, de los parámetros de 
la distribución (Kim y Kon, 1994). Las pruebas contenidas en el 
cuadro 4 no parecen, sin embargo, confirmar los resultados encontra-
dos para otros países, pues mientras que la distribución de Student 
describe mejor las series diarias de 15 activos, la mezcla de dos y tres 
normales sólo lo hace para 6 activos y el índice Banamex-30. La con-
clusión se desprende al observar el signo del estadístico del logaritmo 
de la tasa de verosimilitud, ANS = |j§£|, entre una y más distribu-
ciones normales (N) distribución Student{S). Si el logaritmo de 
Awg es positivo entonces es más probable que la mezcla de normales 
genere los datos observados de una manera más confiable que la dis- ' 
tribución de Student, contrario a lo que sucedería si el signo de Ajvs 
fuera negativo (para mayor información consúltese Kon 1984). Los 
valores negativos del estadístico en los renglones del cuadro 4 indi-
can que la distribución de Student es superior a la descripción hecha 
por una normal, Ais, en todas las series de activos, pero no así al 
incluir la mezcla de dos normales: en este caso los signos positivos 
de A2s revelan una mayor capacidad descriptiva de la mezcla sobre 
la distribución Student en las series diarias de ALFA, APASCO, CIFRA, 
COMERCI, GCARSO, ICA, TELECOM y el índice Banamex-30. La in-
clusión de tres normales no mejora la potencia descriptiva del modelo 
de mezclas sobre la distribución de Student.
16 
Para probar la robustez de este resultado comparamos el poder 
descriptivo de la distribución de Student con otros modelos competi-
dores. La primera comparación incluyó al modelo de difusión con 
saltos, también de HCTI. La popularidad de esta mezcla de procesos 
estocásticos reside en su capacidad de capturar movimientos irregu-
lares y bruscos que afectan los valores estacionarios de la media y la 
varianza, en una forma muy parecida a como lo hacen los modelos 
con parámetros cambiantes en el tiempo (véase Ball y Torous, 1985). 
La forma funcional de la ecuación aquí empleada supone que cada vez 
que hay un arribo de información anormal existe un salto instantáneo 
i
b
 Las pruebas se hicieron estimando las series de cada activo bajo el supuesto 
de que las distribuciones se comportaban como una distribución de Student y 
una mezcla de normales, de acuerdo con las siguientes funciones de verosimilitud: 
-M<5) = ¿2?=1logg(rt/ó) (para la distribución í de Student); y t{d/r) = 
nf=l [Eill
 A¿P(í77»)] (para la mezcla de funciones) donde: 7i = (a*, a?; 
y P{rhi) es la función de densidad normal con media Q¿ y varianza ex?. PRONÓSTICOS DE RENDIMIENTOS DE ACCIONES 255 
en el precio de las acciones de tamaño J que es independiente de Z, 
, N(t) 
log(rt)= {a- ^a




Z(t) = proceso estandarizado de Wiener, 
N(t) = proceso de Poisson no homogéneo, 
Jn = una variable aleatoria normal con media cero y varianza 
que representa el logaritmo de uno, más el porcentaje de 
cambio en el precio del activo causado por el n-ésimo salto, 
a = la tasa instantánea condicional esperada de rendimiento 
por unidad de tiempo del proceso de Wiener, 
a
2 = varianza condicional instantánea de los rendimientos por 
unidad de tiempo del proceso de Wiener. 
Cuadro 4 
Comparación entre una distribución Student y la mezcla 
discreta de normales generalizada 
Activo  Ais  A2s  A3s 
ALFA. A  -0.659  295.965  ND 
APASCO  -0.906  187.764 .  ND 
BANACCI.O  -0.841  ND  ND 
BIMBO.A  -1.124  ND  ND 
CEMEX.CPO  -0.770  ND  ND 
CIFRA.V  -0.858  147.306  184.021 
COMERCI.UBC  -0.646  -23.913  ND 
DESC.B  -0.848  ND  ND 
ELEKTRA.CPO  -0.245  ND  ND 
FEMSA.UBD  -0.580  ND  ND 
GCARSO.A1  -0.872  123.809  ND 
GFNORTE.O  -0.817  ND  ND 
GMEXICO.B  -1.006  ND  ND 
ICA  -0.648  -15.246  ND 
SAVIA.A  -1.100  ND .  ND 
SORIANA.B  -1.100  ND  ND 256 ESTUDIOS ECONÓMICOS 
Cuadro 4 
{continuación) 
Activo  Ais  A2s  A3s 
TAMSA  -0.767  ND  ND 
TELECOM.Al  -0.922  149.136  ND 
TELMEX.L  -1.290  ND  ND 
TELEVISA.CPO  -0.795  ND  ND 
VITRO.A  -0.678  ND  ND 
BANAMEX-30  -2.242  2.159  ND 
ND: no disponible. 
La segunda, y última comparación, toma los modelos EGARCH y 
de Glosten, Jagannathan y Runkle, GJR, cuya característica común es 
suponer que la media y la varianza en el tiempo t están condicionadas 
al conjunto de información disponible en í - 1, Et_i, de acuerdo con 
las siguientes ecuaciones: 
mt = E{rt/Ft-i) (2) 
ht = V(rt/Ft-1) (3) 
donde los residuales o rendimientos no anticipados, son calculados 
como Gt= rt - mt. La utilidad de llevar a cabo un análisis conjunto 
de ambos modelos reside en las posibilidades de análisis que ofrecen 
las diferencias de sus supuestos sobre el conjunto de información re-
levante Ft-i y, en general, sobre la forma de las ecuaciones (2) y (3). 
Con base en ellas, uno puede modelar, por ejemplo, la media condi-
cional con componentes autorregresivos y de promedios móviles de 
diferente orden, y agregarle un coeficiente de respuesta a los cambios 
en la varianza contemporánea para series de rendimientos que acusan 
desplazamientos ordenados en el tiempo muy violentos. O bien, se 
les puede combinar con diferentes variantes de modelos ARMA para 
mejorar el ajuste de series afectadas por desplazamientos cíclicos (mo-
tivados por cambios en la varianza condicional) que alteran, a su vez, 
la dirección de los desplazamientos ordenados (debidos a cambios en 
la media condicional); o simplemente para capturar alguna carac-
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El procedimiento aquí adoptado consistió en suponer una misma 
ecuación de la media condicional, mi del tipo ARMA (1,1) para los 
los modelos (ecuación 4), y dos especificaciones diferentes para la 
crianza condicional, h¡, en las que se incluyen los parámetros 7 y k, 
itilizados para estimar la volatilidad grupal y apalancamiento, respec-
ivamente (ecuaciones 5 y 6). Con el propósito de incorporar mayor 
ariedad en la especificación de las varianzas se incluyeron los dos 
parámetros por separado en la ecuación (5) del modelo EGARCH(1,1), 




 El orden de los modelos, que es el más usado en la 
teratura, fue seleccionado para hacer hincapié en que el rendimiento 
el riesgo de las series dependen crucialmente del valor esperado y 
e la varianza acumuladas en el último rezago (ver Sánchez Cerón, 
001): 
mt = co + brt-i+aet-i (4) 
log(/l
2) = ro+/31og(ft









La comparación de los modelos es un ejercicio para verificar las 
ondades de las ecuaciones propuestas por RiskMetrics™ (1996), ya 
ue, visto con detenimiento, el modelo de difusión con salto no es más 
ne una mezcla infinita de distribuciones normales, en tanto que el 
lalancamiento, k, el cual se introduce para capturar la asimetría en las distribu-
anes de rendimientos ocasionada por malas noticias en el mercado accionario. 
i condiciones normales se espera que aumentos en la volatilidad condicional se 
pliquen por cambios negativos en el residual estandarizado o, dicho de otra ma-
ira, que las malas noticias disminuyan los precios de las acciones e incrementen 
apalancamiento financiero y la volatilidad. 
1
8
 Los parámetros de la ecuación (5) indican que si 7 > 0, entonces la vola-
idad condicional tenderá a aumentar o decrecer en razón proporcional al valor 
.soluto del residual estandarizado, con lo que se puede afirmar que cambios 
mificativos en los precios de las acciones son precedidos por cambios importantes 
los precios (volatilidad grupal). De la misma manera, y como se explicó en 
nota al pie anterior, un valor negativo de k indica la existencia del efecto de 
alancamiento. En el modelo GJR ambos parámetros son captados mediante la 
regación del término de asimetría 771 a un modelo GARCH en el que dt_l = 1, 
et-l < 0 y dt-i = 0 de otra manera. El impacto del residual cuadrado sobre 
volatilidad condicional variará dependiendo si el residual de rezago 1 es positivo 
negativo. Por esa razón en este modelo el efecto de apalancamiento se detecta 
771 > 0. 258 ESTUDIOS ECONÓMICOS 
EGARCH y el GJR son variantes de los modelos DGE. De esta manera, 
los resultados obtenidos se reducen a confrontar el poder predictivo 
de las mezclas de normales (que incluye la mezcla de procesos estocás-
ticos) con el de modelos que privilegian la actualización de la varianza 
de los rendimientos de acuerdo con diferentes especificaciones. 
Las conclusiones relativas a la comparación de los modelos las 
podemos agrupar en dos grandes apartados. El primero, se refiere a 
las mejoras en la capacidad descriptiva introducida por cada uno de 
los últimos tres modelos. De acuerdo con el cuadro 5, el modelo de 
difusión con saltos resultó adecuado para explicar el comportamiento 
de 20 de los 21 activos y del índice Banamex-30. El rechazo a la 
hipótesis nula de igualdad de medias y varianzas para cualquier nivel : 
de significancia (con valores p iguales a cero en todos los casos) indica
 ! 
que la presencia de información anormal si afecta el precio de los 
activos, alterando con saltos la volatilidad de sus rendimientos. 
Cuadro 5 
Valores de los parámetros del proceso de difusión con salto 
A  a  E"  ¿
2 
ALFA.A  0.6443  -0.1720  0.3751  0.1879 
0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 
APASCO  1.4688  -0.2806  0.2322  0.4920 
0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 
BANACCI.O  1.2568  -0.1995  0.4754  0.3061 
0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 
BIMBO.A  1.4953  -0.3141  0.4055  0.5243 
0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 
CEMEX.CPO  0.6994  -0.1018  0.4171  0.2575 
0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 
CIFRA-V  1.0512  -0.2389  0.3187  0.2057 
0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 
COMERCI.UBC  0.9904  0.0454  0.3533  0.1882 
0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 
DESC.B  0.4661  0.0319  0.3034  0.3397 
0.0000  0.2293  0.0000  0.0000 
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Cuadro 5 
(continuación) 
A  a  E
2  6
2 
0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 
FEMSA.UBD  0.1393  0.2676  0.2875  0.4303 
0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 
GCARSO.A1  -1.3239  1.5506  0.2608  0.3012 
0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 
GFNORTE.O  0.0157  0.8644  0.8033  0.4983 
0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 
GMEXICO.B  0.6700  -0.1833  0.3188  0.4117 
0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 
ICA  0.6606  -0.0590  0.3764  0.2344 
0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 
SAVIA.A  -1.1981  0.9658  0.2522  0.3070 
0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 
SORIANA.B  NC  NC  NC  NC 
TAMSA  0.5592  0.1527  0.3653  0.2499 
0.0000  0.0905  0.0000  0.0000 
TELECOM.Al  0.2281  0.6146  0.3416  0.2437 
0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 
TELMEX.L  0.5972  0.0680  0.3602  0.2330 
0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 
TELEVISA.CPO  0.6874  0.0844  0.4407  0.3410 
0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 
VITRO.A  0.0982  0.6886  0.3180  0.2546 
0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 
BANAMEX-30  3.0245  -3.2211  -0.6177  0.3535 
0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 
NC: No converge. 
La situación para los modelos EGARCH(1,1) y GJR (1,1) es lige-
ramente distinta, puesto que aun cuando ambos capturan la depen-260 ESTUDIOS ECONÓMICOS 
dencia lineal en la media y la varianza, a la vez que abaten la cor-
relación serial en residuales y residuales al cuadrado (Q(12) y Q(12) 
al cuadrado), sus especificaciones no eliminan por completo el sesgo 
y exceso de curtosis de las series de rendimientos (ver cuadro 6). En 
efecto, al comparar los cuadros 1 y 6 se puede observar que mien-
tras los dos nuevos modelos disminuyen la curtosis en 12 casos, las 
estimaciones sobre el sesgo resultaron menores en sólo 9 series, que 
las registradas por las distribuciones de rendimientos originales. No 
obstante, los valores de los coeficientes de sus varianzas condicionales 
rezagadas, (5, son significativamente positivos y menores que uno, 
lo que muestra que las series de rendimientos tienen un alto factor 
de persistencia (o larga memoria) sobre la varianza condicional del l 
período anterior. En el caso concreto del EGARCH(1,1), las pruebas
 ! 
sobre los dos parámetros arrojaron resultados mixtos, ya que mien-
tras el modelo comprobó la existencia de volatilidad grupal en todas 
las series con valores p iguales a cero, no dio cuenta de la presencia 
del efecto de apalancamiento en 21 activos. Los valores positivos de k 
en la mayoría de las series, así como su pobre significancia estadística 
en 4 activos que presentaron signo negativo, confirman el rechazo a 
la hipótesis de que las malas noticias del mercado accionario dismi-
nuyen el precio de las acciones. El mismo resultado puede observarse 
en el modelo GJR, donde los valores positivos de r¡i para 11 series de 
activos no resultaron significativos para niveles menores al 5%.
1
9 
El segundo apartado de conclusiones comprende la comparación 
de los modelos bajo el criterio de Schwarz, CS, de probabilidad pos-
terior- CS — -2- + íí2E_ü. donde / es el logaritmo de la función de 
máxima verosimilitud. De acuerdo con dicho criterio, la especificación 
de un modelo es más probable, o tiene la probabilidad posterior más 
alta, de predecir el comportamiento de una serie si el valor de CS 
es más pecjuefio o de manera equivalente si el logaritmo de las pro¬
habilidades posteriores del modelo competidor en relación con una 
normal estacionaria es negativo. El cuadro 7 revela que al comparar-
se los modelos entre, si la t de Student se desempeñó como mejor 
hipótesis alternativa contra la normal estacionaria, seguido muy de 
1
9
 La explicación a esta aparentemente extraña conclusión puede hallarse en 
el comportamiento desigual de las acciones durante el periodo bajo estudio. En 
concreto, después de los movimientos irregulares de los primeros meses de 1995 
el mercado accionario entró en una fase relativamente estable que, con sus ex-
cepciones, se mantuvo hasta el final del periodo (de hecho, las acciones de la 
muestra siguen cotizando hoy en día); lo cual probablemente inhibió el efecto 
apalancamiento de las empresas durante 1995. La división del periodo puede, se-
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cerca por los modelos EGARCH y GJR (los números en las celdas in-
dican los casos en que cada modelo predice mejor que su competidor 
el comportamiento de las series accionarias). 
La escasa diferencia existente entre los valores de CS arrojado por 
estas tres últimas especificaciones en el cuadro 7 impide, sin embargo, 
concluir que la distribución de Student sea la única alternativa posible 
para llevar a cabo el pronóstico del portafolio de los activos aquí 
incluidos. Cambios en la especificación de los modelos EGARCH o 
GJR, ya sea en su media o en su varianza, pueden mejorar su potencia 
descriptiva en relación con la t de Student y, por ende, ofrecer mejor 
base para el pronóstico del rendimiento-riesgo de los activos. Por esa 
razón, es más recomendable construir dos tipos de escenarios en los 
que se incluya, por una parte, un análisis del VeR del portafolio donde 
la función transformada sea la distribución de Student multivariada 
y, por la otra, un análisis usando alguna especificación de los modelos 
tipo GARCH. La adopción de cualquiera de los escenarios dependerá 
de la verificación del pronóstico arrojado por ambas especificaciones, 
ya sea mediante la prueba de cociente de fallas o de valores extremos 
como las sugeridas por Hull y White (1998) o Kupiec (1995). 
4. Una propuesta basada en cadenas de Markov para la 
elaboración de pronósticos de rendimientos de acciones con 
distribuciones no normales 
El ejercicio anterior deja en claro que la ausencia de normalidad en la 
distribución de rendimientos diarios supone diversos problemas téc-
nicos que no siempre tienen una solución directa y convincente. Ni 
siquiera la introducción de procesos estocásticos en el pronóstico de 
estos rendimientos es una garantía de solución completa al problema 
de no normalidad estacionaria, debido a que la elección de cualquier 
proceso conlleva su grado de penalización. Hay, por ejemplo, mode-
,os que son más eficientes que otros en capturar algunas distorsiones 
evidentes de las distribuciones empíricas, como la leptocurtosis, pero 
iue no dan cuenta de las causas explicativas de las colas gordas, como 
a volatilidad grupal o modelos que ajustan mejor los desplazamientos 
nclicos que los ordenados en el tiempo. Las virtudes de unos pueden 
iparecer como defectos en otros, y viceversa, por lo que no hay método 
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Cuadro 7 
Comparación de los modelos con base en el criterio de Schwarz 










8  16  6  0 
GJR 
(1,1) 
15  17  6  0 
Student  6  5  6  0 
Difusión 
con salto 
16  16  16  0 
Mezcla  22  22  22  22 
En el caso de las acciones hay un elemento adicional que afecta 
la correcta especificación de los modelos: la presencia de patrones no 
lineales en el comportamiento de sus series. Con series no lineales, 
los modelos basados en la actualización de los dos primeros momentos 
de una distribución, como los ya vistos, pueden no ser muy eficientes 
en minimizar el efecto de la media y la varianza de períodos ante-
riores que no se acumulan linealmente en el período más reciente. 
Por esa razón es conveniente utilizar métodos estocásticos no lineales 
que aislen el impacto de la media y la varianza de ciertos períodos 
específicos, no necesariamente el más reciente, con el fin de encontrar 
un patrón de pronóstico más realista. 
El modelo que se presenta a continuación conserva esa cualidad 
ya que, además de capturar los efectos no lineales sobre los paráme-
tros, tiene la ventaja de evitar los problemas asociados con la falta de 
normalidad multivariada. La razón estriba en que con la introducción 
de cadenas de Markov las series de los rendimientos no requieren 
ajustarse al supuesto de normalidad estacionaria siempre y cuando 
éstas sean ergódicas o, dicho más técnicamente, que el conjunto de 
sus estados sean positivos recurrentes y aperiódicos. La idea se basa 
en los trabajos sobre ciclos económicos desarrollados por Neftci (1984) 
y Falk (1986), en los que la asimetría de los ciclos económicos es eva-
luada bajo la hipótesis de que si las series son simétricas a lo largo PRONÓSTICOS DE RENDIMIENTOS DE ACCIONES 269 
del ciclo, entonces las probabilidades de transición entre los estados 
de una cadena de Markov asociada son supuestas iguales. 
McQueen y Thorley (1991) extienden este razonamiento para 
argumentar que si los rendimientos siguen una caminata aleatoria 
entonces las probabilidades de transición de la cadena deben ser tam-
bién iguales. En caso contrario, los rendimientos presentes pueden ser 
pronosticados con base en la probabilidad de los rendimientos bajos 
o altos registrados en períodos anteriores, mas no en los rendimientos 
pasados en sí. 
En cualquier caso la estructura sugerida requiere, primero, de 
ordenar la serie de rendimientos de acuerdo con una secuencia h 
definida de la siguiente forma: 
í 1 si rt > R, 
1 \0 si rt < R, 
donde Pt es el precio del activo en el tiempo t, rt = ln(Pt/Pt_m) su 
•endimiento (m = 1 para diarios, m = 5 para semanales, etc.) y R una 
nedida de la esperanza matemática, que divide a los rendimientos en 
iltos y bajos. Al considerar ST = {h,i2,-,ít} como una realización 
le {/¡}, se puede definir a la función de verosimilitud de la cadena de 




L{St) = P{h = i2,h = h) 
T-3 
Yl P(IT-s = ITs | lT-s-2 = ÍT-s-2, W-s-l = IT-a-l) 
s=0 
i cual, una vez incorporadas las probabilidades de transición y las 
el estado inicial, 
P(/fc = 0|/fc_2 = ¿,/fc-i = j) = Ay, t,j =0,1 
i podemos reexpresar de la siguiente manera: 
íi 





M%J> í,i = 0,l 
¿j=00 
M En la siguiente sección se justificará la elección del orden del proceso de 
arkov con fundamento en el criterio de información de Schwarz y en evidencia 
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A = [Aoo Aoi A10 An]' 
donde representa el número de secuencias de ceros y unos, tales 
que (It = 0/h-2 = i,h-\ = = 0,1 y t = 3,4...T, y Mió el 
número de secuencias con el patrón (It = l//t_2 = ¿,/t-i = = 
0,1 y t = 3.4...T. O, escrita en su forma logarítmica (o función de 
log-verosimilitud): 
n 
ln{L(St,A,7r0)} = ln(7r0) + ^ {Ni:j ln (A¿j) + M¿j ln (1 - A¿j)} 
¿j=00 
El problema de incluir las probabilidades del estado inicial en la 
función de log-verosimilitud es que se requiere de métodos numéricos 
molestos para obtener los estimadores máximo verosímiles. Por tal 
razón es necesario suponer que el número de observaciones es grande, 
tal como es el caso de este trabajo, para obviar el cálculo de esas 
probabilidades en la estimación.
2
1
 De esta manera, al resolver las 
condiciones de primer orden del problema de maximización de ln(L), 
ignorando TT0, se obtienen los siguientes estimadores más simplifica-
dos: 
A¿7-= ^ , ¿,j=0,l 
13 Nij + Mij' 
Las matrices de ocurrencias y de probabilidades de transición del 
proceso de Markov de segundo orden resultantes de estos estimadores, 
se resumen en el cuadro 8. 
Cuadro 8 
Ocurrencias y probabilidades de transición 




0 1  0 1 
0 0  Aoo Moo  Aoo 1 - Aoo 
0 1  Noi A/oi  Aoi 1 - Aoi 
1 0  /Vio Mío  Aio 1-Aio 
1 1  An 1-An 
2
1
 Neftci (1984) demuestra que TT0 se puede expresar como una función de los 
Xij/s, y que la estimación de las probabilidades de transición necesita de métodos 
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La pruebas orientadas a determinar la existencia de un patrón 
en las series de rendimientos, y que tienen como hipótesis nula el 
comportamiento de una caminata aleatoria, se reducen en el modelo a 
hacer un contraste de igualdad entre las probabilidades de transición, 
o a comparar las probabilidades A00 yAu, como una opción sugerida 
por la posible presencia de burbujas racionales. 
4.1. Estimación y pruebas 
Para estimar el modelo se tomó inicialmente como medida de expecta-
tivas, el promedio móvil de los rendimientos diarios ilel año anterior. 
Al utilizar esta media móvil, se construyó la serie {It} de unos y ceros, 
y se procedió a clasificar los rendimientos de acuerdo con los valores 
de las pasadas realizaciones. Con el fin de encontrar el grado óptimo 




Con base en el cuadro 9, la función de log-verosimilitud de la 
cadena de primer orden es menor que la de segundo orden, además 
de que la diferencia entre los valores de CS de las cadena de primero 
y de segundo orden es mínima. Esto es, la pérdida de parsimonia 
debida al mayor número de parámetros a estimar en la cadena de 
segundo orden no hace menos verosímiles a sus estimadores. Si uno 
observa los resultados para la cadena de tercer orden, la pérdida de 
parsimonia es apreciable, por lo que el CS es considerablemente mayor 
a los demás, a pesar de que la función de log- verosimilitud evaluada 
sn sus parámetros es la mayor de las tres. Esto permite pensar en la 
:adena de Markov de segundo orden como la adecuada para ajustar 
la serie de rendimientos. 
s*s defino 3rhoT£i como 






onde p es el orden de la cadena de Markov, T el número de observaciones y ln(¿) 
i función de log-verosimilitud evaluada en los parámetros que la maximizan. El 
úmero de parámetros estimados, fe, es la suma de los estimados de las probabili-
ades de transición (primer término de la suma) y de sus varianzas y covarianzas 
segundo término). 272 ESTUDIOS ECONÓMICOS 
Cuadro 9 
CS para distintos órdenes de la cadena 
de Markov 
p  ln(L)  T  k  CS 
1  -721.10  1291  3  1,1338 
2  -699.22  1290  10  1,1396 
3  -684.59  1289  36  1,2622 
La naturaleza no lineal del patrón de las series de rendimientos 
es puesta de manifiesto en el cuadro 10, en donde las ocurrencias y las 
probabilidades de transición revelan una fuerte correlación positiva en 
los rendimientos de la cartera, lo que significa que la posibilidad de 
lograr un rendimiento bajo (alto) luego de haber tenido una secuen-
cia de dos rendimientos bajos (altos) es mayor a la de alcanzar un 
rendimiento bajo (alto) después de dos altos (bajos). La significancia 
de esta correlación se confirma en el cuadro 11, en el cual queda claro 
que la hipótesis de la caminata aleatoria es enfáticamente rechazada 
a cualquier nivel de significancia según los estadísticos de razón de 
verosimilitud (RV) y de Wald. 
Cuadro 10 
Ocurrencias y probabilidades de transición estimadas 




0 1  0 1 
0 0  160 107  0,5993 0,4007 
0 1  67 105  0,3895 0,6105 
1 0  106 104  0,6199 0,3801 
1 1  104 576  0,1529 0,8471 
FF(A00)= 0,02999 CT(A0I)= 0,03718 cr(A10)= 0,03712 cr(AN)= 0,01380 
Con el fin de comprobar la robustez de los resultados se tomaron 
diversas medias móviles de 6, 15 y 18 meses, además de los resultados 
reportados a 12 meses, y se construyeron las correspondientes series 
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entre las probabilidades de transición y entre A00 y An para niveles de 
significancia marginal menores que el 1%, con lo que las estimaciones 
que se muestran en el cuadro 12 resultaron ser robustas ante diversas 
medidas de expectativas utilizadas. 
Cuadro 11 
Pruebas de hipótesis sobre las probabilidades de transición 
del proceso de Markov de segundo orden 
H0  RV p-value  Wald  p- valué  X?(5%) Xi(l%) 
A00 =  = Au  179.53 0.00 182.75  0.00  3.84 6.63 
i/o  RV  p- valué  XÍ(5%)  xi(i%) 
Aoo =  = A0i =  A io = An 253.31 0.00  7.82  11.34 
,2. Probabilidades estacionarias, ergodicidad y pronóstico 
Jomo ya se mencionó, la prueba aquí propuesta no requiere que la 
erie original de rendimientos sea NMV, siempre y cuando la cadena 
e Markov asociada sea érgodica. Para comprobar esta propiedad 
3 necesario calcular primero las probabilidades estacionarias de la 
íatriz, ya que con base en ellas se puede demostrar la ergodicidad 
e la cadena y, por tanto, determinar si ésta es estacionaria en co-
arianza. Los valores de estas probabilidades (TTOO = 0.2624, TTH = 
1975, Tren = 7r10 = 0.2699) se encontraron con arreglo al sistema 
(í) = A
NU (t - n), en el que el vector de probabilidades estaciona-
as se definió como lim LT (í) = LT*, o en forma compacta como: 
n* = AU* 
í'n* = i 
Ahora bien, estadísticamente se dice que la cadena es ergódica 
los unos de los valores propios de la matriz es igual a la unidad 
los restantes son menores a uno en valor absoluto (o en módulo, 
ser valores complejos). La matriz de transición en este caso es de 
ngo 4, por lo que se espera encontrar 4 valores propios, teniendo en 
enta que éstos son invariantes ante permutaciones de las columnas 
la matriz de transición. El cuadro 12 presenta los valores propios 
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Cuadro 12 
Valores propios de la matriz de transición 
Valor propio  Multiplicidad  Valor absoluto o módulo 
1  1  1 
0.3294  1  0.3294 
-0.2886 + 0.4628 i  1  0.5454 
-0.2886 - 0.4628 i  1  0.5454 
La matriz tiene 4 valores propios distintos, dos reales y un con-
jugado complejo, esto es: uno de los valores propios es uno, y los 
restantes son menores a la unidad, ya sea en valor absoluto o en mó-
dulo; por lo que la cadena es ergòdica y, por ello, estacionaria en 
covarianza. De esta manera se concluye que la prueba se encuentra 
bien especificada y que es posible hacer pronósticos con base en la 
cadena de Markov. 
El pronóstico o valor esperado de et+m, condicionado en la in-
formación en t para cualquier realización St = ij, se calcula como: 
E [et+m\£t, et-i,.••] = L
meu donde L es la columna de la matriz de 
transición del proceso de Markov de primer orden. De esta forma, 
se pueden pronosticar las probabilidades de transición de la cadena 
en t + m elevando a la potencia m la matriz de transición y multi-
plicándola por el correspondiente vector de la base canónica de R
4, 
eijt usando el ordenamiento de columnas de la matriz del proceso de 
Markov de primer orden. Así, por ejemplo, el pronóstico m periodos 
adelante dado que en t la cadena se encontraba en el estado St = 11 
es igual a: 
-p[st+m = ii|st = ii]-
P[5t+m = 00|5t = 11] 
P[St+m = 10\S, = 11] 
lP\St+m = 01\St = 11]. 
En virtud de que la cadena de Markov asociada a la serie de 
rendimientos es ergòdica las probabilidades pronosticadas tenderán 
a convergir en sus probabilidades estacionarias. Los valores de con-
vergencia de los rendimientos diarios del paquete Banamex-30 a sus 
probabilidades estacionarias se alcanzaron alrededor de m=10, lo cual 
indica que el horizonte de pronóstico de este modelo es muy corto y 
que las predicciones que se pueden hacer son muy inmediatas (de he-
cho antes de asentarse en sus valores estacionarios). Por esta razón 
= L
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y recordando que los datos utilizados en este trabajo corresponden 
a días hábiles, uno puede asegurar confiadamente que el horizonte 
de pronóstico del modelo es de aproximadamente dos semanas: una 
ventana igual a la recomendada por RiskMetrics
M
T
 (1995, 1996). 
5. Conclusiones 
El documento pone énfasis en el hecho, muchas veces soslayado por 
la práctica financiera, de que la evaluación del supuesto de normali-
dad estacionaria es esencial para formular un análisis adecuado del 
riesgo-rendimiento de un activo o de un portafolio. Los resultados 
obtenidos en las dos primeras partes del documento confirman que 
los rendimientos diarios para las principales acciones mexicanas no 
son normales estacionarios, no así los mensuales, y que, por tanto, el 
análisis de VeR del paquete Banamex-30 requiere de modelos alterna-
tivos para el cálculo y pronóstico de su media y varianza. Los modelos 
más descriptivos de las series de rendimientos no normales estaciona-
rios resultaron, de acuerdo con el criterio de Schwarz, los modelos de 




 y el llamado modelo GJR. La conclusión sugerida 
en el texto es que la adopción de cualquiera de las tres especifica-
ciones requiere de pruebas de verificación de sus estimaciones sobre 
el VeR antes de optar por alguno de ellos, ya que aun cuando la dis-
tribución de Student resultó ser el modelo con más alta probabilidad 
de explicar las series no normales, los otros dos podrían mejorar su 
capacidad descriptiva al combinarlos con otros modelos de media y 
varianza. La selección de determinado modelo debe hacerse sobre 
bases conceptuales. 
La contribución del trabajo se centra en la tercera parte del do-
cumento, en la que se propone un modelo que pronostica los patrones 
10 lineales de las series de rendimientos, sin hacer uso de los méto-
dos tradicionales de media y varianza condicional actualizada y sin 
;uponer normalidad multivariada. El modelo busca probar la hipóte-
;is de la caminata aleatoria para los rendimientos con base en cadenas 
le Markov de alto orden, mediante la expansión de la metodología 
>ropuesta originalmente por Neftci (1984), Falk (1986) y McQueen y 
Thorley (1991). 
Después de asociar un proceso de Markov de segundo orden a 
i serie de rendimientos diarios de la cartera, se encontró que la 
structura de las probabilidades de transición del proceso revelaba 
na fuerte autocorrelación positiva, lo cual implicaba la existencia de 276 ESTUDIOS ECONÓMICOS 
componentes predecibles no lineales en la serie de los rendimientos 
de la cartera. La significancia estadística de este resultado se probó 
mediante diversos métodos, encontrándose en todos los casos que la 
hipótesis nula de la caminata aleatoria era enfáticamente rechazada. 
Los resultados de estas pruebas se mostraron robustos ante distintas 
medidas de expectativas. También se demostró que la cadena asocia-
da a la serie de rendimientos era ergòdica y por tanto estacionaria 
en covarianza, por lo que las pruebas fueron bien especificadas. Por 
último se encontró que es posible obtener pronósticos fiables con un 
horizonte relativamente corto. El resultado encontrado se ajusta a 
las recomendaciones hechas por RiskMetrics
M
T
 (1995,1996) y sig-
nifica que, de no haber alteraciones en la estructura de las series, la 
correlación positiva de los rendimientos indicada por la cadena de 
segundo orden alcanzará sus valores estacionarios en sólo 10 días. 
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